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前言

线性代数研究「可以相加、可以伸缩」的对象，以及保持这两种运算的映射。它是几何、微积分、概率统计乃至机器学习共
用的语言。

怎样读这本书

每一章都按同样的顺序展开：先给一幅图，再给定义，最后给例子。第一次读时可以跳过证明，但不要跳过例子。

先画图

遇到新定义，先在平面 ℝ2 里把它画出来。大多数命题在二维里看懂了，推广到 ℝ𝑛 只是记号问题。

记号

记号 含义

ℝ𝑛 𝑛 维实向量空间
𝑢, 𝑣, 𝑤 向量
𝐴, 𝐵 矩阵
‖𝑣‖ 向量 𝑣 的长度

本书把向量写成列的形式1，例如

𝑣 = (1
2
) .

1有些教材写成行向量，两种写法只差一次转置。
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前言 2

与丛书其他各本的关系

极限的严格定义见《微积分》的 极限。期望的线性性（见 随机变量 › 期望的线性性）本质上说的是：期望是一个线性映射。

准备好了就从向量 开始。

https://xyzw.space/zh/calculus/01/
https://xyzw.space/zh/probability/02/#%E6%9C%9F%E6%9C%9B%E7%9A%84%E7%BA%BF%E6%80%A7%E6%80%A7


第 1 章 向量

1.1 几何直觉

在平面上，向量是一支带方向的箭头。两支箭头首尾相接就是相加，把箭头拉长、缩短或反向就是数乘。

1.2 向量空间

向量空间

设 𝑉 是一个集合，配有加法 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 与数乘 ℝ × 𝑉 → 𝑉。若对任意 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 与 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ，交
换律、结合律、零元、负元与分配律都成立，则称 𝑉 是 ℝ 上的向量空间。

最常见的例子是 ℝ𝑛：分量逐个相加，逐个乘以同一个数。

1.3 线性组合

线性组合

给定向量 𝑣1, … , 𝑣𝑘 与数 𝑎1, … , 𝑎𝑘，向量
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第 1 章 向量 4

𝑤 = 𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑣𝑘

称为 𝑣1, … , 𝑣𝑘 的一个线性组合。

全体线性组合构成的集合叫作这些向量的张成，记作 span(𝑣1, … , 𝑣𝑘)。

1.4 长度与内积

ℝ𝑛 中向量的长度由勾股定理给出：

‖𝑣‖ = √𝑣2
1 + 𝑣2

2 + ⋯ + 𝑣2𝑛.

两个向量的内积 ⟨𝑣, 𝑤⟩ = ∑𝑛
𝑖=1 𝑣𝑖𝑤𝑖 满足 ⟨𝑣, 𝑣⟩ = ‖𝑣‖2。

用代码验算

import math

def norm(v: list[float]) -> float:

return math.sqrt(sum(x * x for x in v))

print(norm([3.0, 4.0])) # 5.0

下一章用矩阵把线性组合写得更紧凑，见矩阵 › 矩阵乘法。



第 2 章 矩阵

2.1 线性组合的记账方式

把向量 𝑣1, … , 𝑣𝑛 ∈ ℝ𝑚 按列排好，就得到 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐴 = (𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛)。于是线性组合可以写成矩阵与向量的乘积：

𝐴𝑥 = 𝑥1𝑣1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑣𝑛.

这正是线性组合 的另一种写法。

2.2 矩阵乘法

矩阵乘法

设 𝐴 是 𝑚 × 𝑛 矩阵，𝐵 是 𝑛 × 𝑝 矩阵，乘积 𝐶 = 𝐴𝐵 是 𝑚 × 𝑝 矩阵，其元素为

𝑐𝑖𝑗 =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗.

例如

(1 2
0 1

) (3
4
) = (11

4
) .

顺序很重要

一般来说 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴。即使 𝐴𝐵 有定义，𝐵𝐴 也可能根本没有定义。

2.3 结合律

结合律
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第 2 章 矩阵 6

只要乘积有定义，就有 (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶)。

证明

比较两边第 (𝑖, 𝑗) 个元素：

((𝐴𝐵)𝐶)𝑖𝑗 = ∑
𝑙

( ∑
𝑘

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑙)𝑐𝑙𝑗 = ∑
𝑘

𝑎𝑖𝑘( ∑
𝑙

𝑏𝑘𝑙𝑐𝑙𝑗) = (𝐴(𝐵𝐶))𝑖𝑗.

中间一步只交换了有限和的次序。

2.4 常见的矩阵

名称 条件 例子

单位矩阵 𝐼 𝐴𝐼 = 𝐼𝐴 = 𝐴 (1 0
0 1

)

对角矩阵 非对角元都是 0 diag(2, 3)

对称矩阵 𝐴⊤ = 𝐴 (1 2
2 5

)
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